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Komplexe Zahlen: Die Eulersche Formel
In dieser Aufgabe wird die Eulersche Formel

e = cosx +isinx
bewiesen. Dabei sei f (x) = e'* und sei g (x) = cosx +isinx und i ist die imaginére Einheit: i2=-1.
(a) Zeige, daB f(0) = g (0).

(b) Berechne die Ableitungen f’(x) und g’ (x). Dabei bezeichnet der ’-Strich die Ableitung nach
der Variablen x.

(c) Mithilfe der Quotientenregel

!
zeige, dald (%) =0 fir alle x.

(d) Begriinde, warum aus den Ergebnissen von (a) und (c) die gewiinschte Identitdt f (x) = g (x)
folgt.

Geddmpfte Schwingungen
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X

Ein Massepunkt (Masse m) sei an einer Feder (Federkonstante k) befestigt. Der Massepunkt kénne
sich nur horizontal entlang der x-Richtung bewegen, und der Koordinatenursprung x = 0 entspre-
che der Ruhelage des Massepunktes. Dazu sei y der Koeffizient der Reibung zwischen dem Masse-
punkt und dem Boden. Aus dem Newtonschen Gesetz ergibt sich folgende Bewegungsgleichung
fiir den Massepunkt:

mx"+yx'+kx=0, '=—. (1)
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Die Koordinate x = x (¢) bezeichnet die momentane Auslenkung des Massepunktes aus der Ruhe-

lage.
(@)

(b)

(©)

(d)

Lose die Bewegungsgleichung mit dem Ansatz x (f) = xoe*’ und bestimme den Charakter

von den Exponenten A (reell, imaginédr oder komplex-konjugiert) in Abhédngigkeit von den
Parametern m,y und k. Skizziere drei qualitativ unterschiedliche zeitliche Verldufe von x ().

Fiihre eine neue Variable v () = x’ (¢) (die momentane Geschwindigkeit des Massepunktes)
ein und forme die obige Bewegungsgleichung (1) in ein Differentialgleichungssystem 1. Ord-
x' ()
v (1)
auf. Bestimme die Eigenwerte der resultierenden Matrix und vergleiche diese mit dem Er-
gebnis fiir A aus (a).

nung fiir den Vektor ( ) um. Stelle das Differentialgleichungssystem in der Matrixform

Sei nun

E(x(),v(D) = %kxz (1) + %mvz (x)
—_— ——
Epot Exin

die Gesamtenergie des Schwingers. Mithilfe der Kettenregel fiir die totale Ableitung

dE(x(,v(n) _9E , OE ,

=—X+_—v
dt 0x ov
zeige, dald % < 0 fiir alle ¢, i.e., die Energie des Schwingers fast immer abnimmt.

Hinweis: Benutze die entsprechenden rechten Seiten des Differentialgleichungssystems aus
Aufgabe (b) fiir die Ausdriicke fiir x' bzw. v'.

Diskutiere den Fall erhaltener Energie % = 0: mit welchen Parametern ist das moglich fiir
alle Zeitpunkte?



