Wiederholung Kapitel 13
Differentialgleichungen (DGL)

DGL: Verkniipfung einer Funktion x(¢)

und threr Ableitung
z.B.: %x(i) flx(t)-g(t)+h(t)

abhingige Variable : x
unabhangige Variable : ¢

Lineare DGL.:
Nur lineare Terme der abhidngigen Variable und ihren
Ableitungen treten auf

d x

B.: —=¢°
z 17 X
d" x d"!x dx
z.B.: a +a +.a,—+xa,=b
ndtn n—1 dtn_l 1 d 0
mit konstanten Koeffizientena ,a _,,..,a, a, b
Nichtlineare DGL:
3
z.B.: (Cll—);z—xz oder %: x oder (% =x+1
Ordnung einer DGL:
Grad der hochsten Ableitung der abhéingigen Variable
z. B. DGL 3. Ordnung : d—+ d x =0
d l‘ d 4




Beispiele von DGL und deren allgemeine Losungen:

Zerfall :
dc_

——«C
ar 0

Bimol. Zerfall :

d_C:_y C?

=
Integration

=
Integration

=
Exp. — Ansatz

=
Exp. — Ansatz

Tr.d. Var.

y(x)=ax+b

x(t)Z%gtz—l—voH—xO

x (t)=C,sin <\/§ t)+C,cos (\/gt)

C(t)=Cyexp(—at)

Anfangsbedingungen legen die Konstanten
b, vo, xo, C1, C2, Co fest.

=> spezielle Losungen der DGL



Wiederholung Kapitel 13
Qualitative Analyse einer (nichtlinearen) DGL

Voraussetzungen

fiir die qualitative Analyse einer DGL.:

. o Erste Ordnung*

. ,Eindimensional“: nur eine abh. Variable x
. ,Gewohnlich*: nur eine unabh. Variable ¢

. HAutonom*: ¢ tritt nicht explizit auf

Qualitatives Verhalten von Losungen x(¢) der DGL
. x(¢) wachst fir f(x) > 0

. x(¢) fallt fir Ax) <0

. x(¢) bleibt konstant fiir f(x) = 0 (stationdre Lsg.)

Stationire Losung
Sei1 x* Nullstelle von f(x), also f{x*) =0, so 1st
x(f) = x* eine stationire Losung.

Stabilitit einer stationdren Losung
. x*ist asymptotisch stabil fiir /' (x*) <0
. x*1ist instabil fir /' (x*) >0

=> alle Losungen sind monoton
=> keine Oszillationen



Gewohnliche DGL: nur eine unabhangige Variable

2 B.: d%x(t)=f(x(t))-g(t)+h(t)

Partielle DGL: mehrere unabhangige Variablen
z.B. Diffusionsgleichung
(Warmeleitung, Nervenleitung, Wellen, ...)

0

0 p 0°p  Op
o1"”

+ +
ox> 0y* 0z

(x,y,z,t)=D-

Gekoppelte DGL: mehrere abhéingige Variablen
z.B. Rauber (x) -Beute (y) Systeme



Einfache Gewdhnliche Differentialgleichungen - Loésungsstrategien

(@)
-
>
c

o
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@
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2. Ordnung

d
Lineare DGLn: Ma@ = g(t)z(t) + h(¢) h(t)0 = ,inhomogen*
. x(t1) t1 t1
hom. = Variablen- "1
— dzx = t)dt ) = x 3 ;
separation: \.ﬁ@& z \g 90t = o(ts) = =(to) exp N\g .i?i
inhom. = “Variation der d _ h(®)
Konstanten“: Ansatz:  @(t) = z(t)xa(t) dt () wp, (1)
{ ,
Nichtlineare DGLn: % () = fla(t) g(t)
2 (th) 1 {1
Separation der Variablen: \ — dz = \ g(t)dt
z(to) .\AHV to

Falls 1/f(x) nicht integrierbar: Qualitative Analyse & Stabilitat stationarer Lésungen

d? d .
Beispiel einer Linearen DGL: m—=x(t) + v z(t) = —kx(t)
) . dt dt
(Schwingungsgleichung)
Exponentialansatz: zt)=eM = mAZ 4+ AN+k=0 = A =.



Mathe-Skript, S. 195:

Satz (Superpositionsprinzip):
Seien 2 (¢) und z2(¢) zwei Losungen der homogenen lincaren Differentialglei-
chung (14.3)

bl

e
ar”

Danu ist auch jede Linearkombination y(t) von @y (t) und x (¢),

(t) = g(t)x(t) .

y(t) — ax(t) + Gz2(t) mit o, 7 € C

eine Lésung von (14.3).

Beweis:

Nach der Voraussetzung des Satzes wird (14.3) von @ (¢) und o (t) erfiillt. Will man
also iiberpriifen, ob dies auch Tiir ¢(t) zutrifTl, so berechne man (:,—1;;;(_(,}:

d ) il )4 8 d a
—yt) = a—x(t)+ B8—za(t
" A T
= ag(t)e (t)+ Sg(t)x2(t)
g(t) ax (1) + Baa(t)] — gB)y(t) . (14.4)
Die Linearkombination y(t) = ax(t) — Sxo(t) erfillt also in der Tat (14.3). O

Beispiel(Zerfall):d—(;I—C = C(t)=kexp(—1)

Losung 1 mit k=2 C,(t)=2exp(—t)
Losung 2 mit k=3: C,(t)=3exp(—t)
Linearkombination der beiden Losungen :

C,(t)=aC(t)+BC,(t)=(2x+3 B)exp (—1)
Pe




Beispiel :
dx
——=—x(t)+2
., = x()

Losung tiber Variation der Konstanten mit
dem Ansatz x (t)=z(¢)x, (¢)

1) x,(t)=exp(—t) eine spez. Lsg. der hom. DGL
2) z(t)=2exp(t)+2z,
= x(t)=2+z,exp(—¢) allgemeine Losung

Satz:

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung %’r(fj =
g(t)x(t)+ h(t) kann immer als Summe einer speziellen Lisung der inhomogenen
Difterentialgleichung und der allgemeinen Losung der zugeordneten homogenen

Differentialgleichung ta(t) = g(t)z(t) geschrichen werden.

o qre

Mathe-Skript, S. 201

Losung des Beispiels liber den Satz mit

dem Ansatz x (t)=x,(t)+ Xy, (2)

1) x,(¢t)=kexp(—t) allg. Lsg. der hom. DGL

2) x, (1)=2 spez. Lsg. der inh. DGL (stationdre Lsg.)
= x(t1)=2+kexp(—t) allgemeine Losung




Gedampfter harmonischer Oszillator

2
md——l— dX =0
dt dl‘

m>(0 Masse

y >0 Dampfung

k >0 Federkonstante

D= y2 —4 m k Diskriminante

1.Fall : y2 <4 m k= D<0 (unterkritische Dampfung)
2.Fall : y2 =4 mk = D=0 (aperiodischer Grenzfall)
3.Fall : y2 >4 mk= D>0 (starke Dimpfung)

Beispiel (m=1,k=1)
Anfangsbedingungen : x (0)=0,

1

o8 -

06 NS AR

) 10 13 20
t

Mathe-Skript, Abb. 14.3, S. 205



Beispiel (Gedampfter harmonischer Oszillator)
2
m i—tf +y Ccil—’; +kx=0

Exponentialansatz: x (¢) =exp (A ¢)

= A L(—yi\/yz—4mk),also

12~ 5
x, (t)=exp (A, t) und x,(¢)=exp(A,¢)

Allgemeine Losung: x (1) =C, x, (t)+C, x, (¢)

1.Fall : yz <4 mk = D<0 (unterkritische Dampfung)

Aj=—x+iw und A,=—x—iw
2

oY _ |k |y
tax=—"— und w=4——|=2+
mit x 2mun w - (Zm)

Beispiel : m=1kg, y=0.1kg/s, k=1 kg/szz 1 N/m
:>(x=O.051, w1

S
Anfangsbedingungen: I) x (0)=0

1) (%x(O)Zlm/s:vo

| »|—

) C, x,(0)+C,x,(0)=0 =C,=—C,

1 1

I C,(—a+iw)1+C,(—ax—iw) 1=y,

Iinll) «(=C,+C,)+iw(C,+C,)=v, = C =5V,
inl) C,=5"v,
AL - [V .
=x(t)= exp (—at)exp(iwt)+—exp(—at)exp(—iwt) =
2w 2w
—iv, . .
= exp (—at)|exp (iwt)—exp(—iwt)| =
2w — g
2isin (wt)
v

=Lexp(—as)sin(wt) =
w

— 1 m-exp(—0.05L-¢)sin(1L-1)
S S



Kapitel 16: Matrizen

Definition (Matrix):
Eine mxn Matrix A ist cin geordnetes Schema mit m Zeilen und n Spalten.,

(011 a2 .- aln\

121 (1049 “e 12,

A= . (16.1)

\ Aml @m2 ... Omn )

Die Grofiena,; heiffen Elemente der Matrix A. Statta,; schreibt man auch (A);;.

Mathe-Skript, S. 221

Definition (Hauptdiagonale):

Die Elemente (A);; heiflen Hauptdiagonalelemente der Matrix A und bilden
zusammen die Hauptdiagonale der Matrix.

Mathe-Skript, S. 222

Hauptdiagonalelemente (A).=a, firi=1,..,n

11} 1)
a1 4y Ain
A=| %1 92
K an—l,n
anl an,n—l ann

Definition (Untermatrix):
Streicht man Zeilen und/oder Spalten ans A, so verbleibt eine kleinere Matrix.
Alle diese Matrizen werden Untermatrizen von A genannt.




Transposition von Matrizen

Vertauschen von Zeilen und Spalten : (A”) i =(A);

a4y Ain
: a a ‘ :
Matrix: A=| 2l "2
. * a
m—1,n
am] am, n—1 am n
a1 4y A
: : a,, a
Transponierte Matrix: A’ =| 12 "2
' a
m,n—1
aln am— I,n am n
Zeilenvektor ( 1 X m -Matrix): D=(d,,,d,,, ..., d
11> %21 ml
dy
x): DT =| 921
Spaltenvektor ( m X 1 -Matrix): D’ =
d

ml




Quadratische Matrizen ( nXn )
(Zeilenzahl ist gleich der Spaltenzahl)

Symmetrische Matrix:

AT=A o (A).=(A),

. i firl<i<mund 1<;<n

i 1 0 3

Beispiele : ( 4 und |0 =7 2

3 2 0

Obere Dreiecksmatrix:
(A)l.]:() firi> j
4 1 4 5 2 —1

Beispiele : (O 2), o 2 —-1|, |0 O 1
0O 0 O 0O 0 5

Untere Dreiecksmatrix:
(A)ij =0 fliri<j

10 1 0 O 0 0
Beispiele : ( 4 2) , 4 3 0 1 0
-1 5 =3 1 1
Diagonalmatrix:
a;=(A);=0 firi#j
10 1 0 O 1 0 0
Beispiele : ( 0 2) , 10 3 0 0 2 0
0 0 -3 0 0 O



Besondere, quadratische 7nXxn -Matrizen
(Zeilenzahl = Spaltenzahl)

Einheitsmatrix E:

a;=(A);=1 fir i=j und a;=(A),;=0 fir i# j

IR
01 0 0 1 -
0 --- 0
Nullmatrix O:
al.j:(A)l.]:O firalle i, j
000 [0
O,=|0 0 0 0, = - O
O 0 O



Matrix-Multiplikation: C = BA

n X[ -Matrix C nX m-Matrix B m X [ -Matrix A
C C b b
11 11 11 Im
. : : : : i ay
. . . . : a .
— . 2i
Cri b,, by, b : i
; a a

e v ml mi

Cnl cnl bnl bnm

Berechnung des Elements ¢z in der
k-ten Zeile und der i-ten Spalte der Matrix C

Ci=bya,tb,a,++b, a .=

m
:Z bkjaji:
Jj=1

= Zeile k X Spalte i



Matrix-Multiplikation: Beispiele

NFETE

0 O 1 0
AB =( 8 8) =0, , aber daraus folgt NICHT A =0, oder B=0,
BA= ( (1) 8) =B , aber daraus folgt NICHT A=E,
= AB#BA

Allgemeiner: aus CD = CF folgt NICHT D =F
2 (1 O}(1 O}_(1 O
A‘(o o)(o o) (0 0

Bzz(g g)(? g):(g g):oz,abemoz

=A ,aber A#E,




Matrix-Multiplikation: Rechenregeln
(Mathe-Skript, S. 236)

Wie bisher fiir reelle Zahlen:
A(BC)=(AB)C Assoziativitat

(A+B)C=A C+BC Distributivitit

Neu fiir Matrizen:

B A#AB inder Regel keine Kommutativitit

(BA) =A" B!

Se1l A eine m X n -Matrix :
E A=A=AE,

O, A= O =AO,

m X n -Matrix



Nahrungskette in einem Okosystem
3 Pflanzenfresser

2 Fleischfresser 2 Pflanzenarten
—— T —
F ! P
1 —B— T, — A —> 1
F, P,
T
3

Experimentelle Daten zur Beschreibung der Nahrungskette:
- Elemente bi; der Matrix B: Anzahl der Tiere der Art 7; die von

jedem Fleischfresser der Art Fy gefressen werden (pro
Zeiteinheit)

Fy=by T +b,T,+b5T,
Fy=by T\ +by Ty+by Ty

T
F

F

b
b

n b b
b,, b

1 13

2 21 22 23

1
r,
Iy
- FElemente a;; der Matrix A: Menge der Pflanzen der Art P; die

von jedem Pflanzenfresser der Art 7; gefressen werden (pro
Zeiteinheit)

I'n=a, P +tay,P, I ;. dyp P
I'y=a, Pi+a, P, Iy =lay ay P,
I'y=ay P +as, P, Iy dy; dz

Frage: Welche Menge der Pflanzenart P; frisst jeder Fleischfresser
der Art Fiindirekt tiber die Tierarten 77, T>und T3?
Antwort:

3
Ci=byatby,ay+bgay= Zl bkj a; weil
]:

F
F

b
b

b
b

b
b

P
P

1 11 P12 P13 11 ‘12 1

c

C

2 21 Yo Dp3 21 S, 2



Kapitel 18: Funktionen mehrerer Variabler

Definition (Funktionen mehrerer Variabler):

Eine Funktion f: R — R mit ¥ — 2z = f(zr1,...,2,) heifit skalare Funktion
der Variablen x,....x,, oder auch skalares Feld.

Eine Funktion f: R" = R"™ mit ¥ — 2= (fi(e,....70), ..., f(®1, .0 70))
heifit vektorwertige Funktion der Variablen zy,...,z,. oder auch Vektor-
feld.

Mathe-Skript, S. 258

Beispiele fir /:R">RmitX—z=f(x,,...,x,)

1) Volumen V' eines Quaders:
V:RP>Rmit(x,y,z)=»V=xyz
Kurzform: V(x,y,z)=x-y-z

2) Oberflache einer Kugel: x*+ y2 +z°=R*
=z (x, y)Zi\/Rz—xz—yzmit x>+ y* <R

3) Raumzeitliche Konzentration eines Stoffes in einer Zelle:
p(x,y,z,t)

4) Ebene im R®: a, X, ta,x,+ta,x;=b,
1
=>x1(x2,x3)—a— (bl—a
1

12%27 43 x3)

Beispiel fir / : R" - R"
Elektrisches Feld einer Punktladung QO am Ursprung 7, =(0,0 ,0)

Er=r=2 1

mit 7=(x, y, z)
41me,€, |7;|3




Beispiel: partielle Ableitungen von f(x,y)=x-y

Notation: ff% fae agj gx | WS.W.
f,=2xy, [,=y

Fu=0, fo=2y, fn.=2y, f,=2x

fyyyZO, fyyx=2,...

o1\ 5
b=t 2 S
Wichtig'ax

2
8];: 62 x-y2=x + 6{ 2X

Satz von Schwarz (01‘11‘1(3 B(zweis):

Besitzt f : R? — R stetige partielle Ableitungen 24, 2L und L,_"}if;. dann exi-
" LM I‘,l‘ f?} o

QT. t } ")J’ 1 r ]t -}Zf &7 /
( —
1e1rt aucill 9z Oy und es g1 By dx Az oy

Der Satz gilt in gleicher Weise in héheren Dimensionen.

Mathe-Skript, S. 265




Taylorentwicklung

Tangente an x

— —

Eine Variable: f (x)=f (x)+ f '(x,) (x—xg)+ = £ (o) (x—x 2+ ..

2

R g

Parabel an x|,
Zwei Variablen: f(x,y)=...
Ansatz: Potenzreihe in (x—x,)und (y—y,):

f(iff; y) = Cpo

+ ¢l — 20) + cor(y — yo)

+ ol — 20)* + (@ — x0)(y — yo) + coaly —yo)* + ...

Bestimmung der Koeffizientenc,, wobei 7=(x,y) und 7y =(x,, yO)T

0 0
8_'f = cro +2¢20(@ — o) + 1y —yo) +-.. — 3—f -
I F £ 'FO
of of
| =co1+2co2(y —wo) ten(@ —xo) +... = - —
8 f i
—| = 2co0 + 6czp(x —20) + 2001 (y —Yo) +... =& —5 =
a£2 = 5;1?2 o
8% f 0" f
: =11 + 2001(x — xg) + 2¢12(y — +... = =
Dz 9y |- C11 21 xq) ci2(y — Yo) dx Oy a
Rk 9’
5 ‘]: = 2¢p2 + 2¢12(x — xq) + 6¢o3{y —yo) +... — 3 ‘g =
y_ i y 7o

Wichtiges Ergebnis (Taylorentwicklung im IR?):
fz,y) = f(zo, o)

of .. 9f |

+ Dz '?_"o- (#—x0)+ a—yLo' (y—20)
1[8%] s, O > f
= (=1} +9 Ap— _

+ 3 [ 922 |, (#—20)"+2 o 3y - (& —20)(y—10)+ 352

C1o
€01

2(320

2(302

(y—ya)®

ro

|



Beispiele
1) Elliptisches Paraboloid: z= f'(x, y)=x*+ y*
|

V fixp)=|2X]=[0) = mp=[ o :(O
- _[2 0

H =
(7 (O 2)

det(H)=4>0, (H),,>0, (H),,>0 = lokales Mimimum

2) Hyperbolisches Paraboloid:z= f (x, y)=x*— y*
!

—

Vfx,y)=




